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Exercice 1. Soit z € H. Par I'inégalité de Bessel, 3, |(z]e,)|? converge, donc (z|e,,) — 0.

Exercice 2. La suite converge faiblement car

vee AN), |(THw))| =

“+oo
Z Un—kTk
=k

400 2
< |ull2 (Z |xk|2> — 0, quand k — +o0.
=k

Mais ||T%(u)||2 = ||ull2, Vk € N = La suite ne converge pas fortement.

Exercice 3.

1. On utilise la caractérisation séquentielle de 'adhérence. Soit (x,,)nen une suite de C.

Tp—>T = Tp—z = zxecl

2. (a) Vt €10,1], tPo(x) 4+ (1 —t)x, € C car C est convexe =

lz — Pe(@)|? < o —tPo(z) + (1 — )z,
= |z = Po(x)) + (1 = t)(Po(z) — z,)|

= o= Po(@)|I* + (1 = )2 Re (z — Po(x)|Po(x) — 2a) + (1 = t)?||Pe (@) — 24|

= Vte[0,1], 2Re(x— Po(x)|Po(x) —x,) + (1 —t) ||Po(z) — z,))* > 0.
On fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir Re (z — Po(x)|Po(z) — zp) > 0.
(b) x, —2 = Re(z— Po(2)|Po(z) — 1) = —||lz — Po(x)|?

= |l — Pe()]> <0
= 1z = Pc(x)
= ze€C

Exercice 4.
1. Ar=2 = (Az|z) = (z|z) =|z|?
Réciproquement (Az|z) < [[Az[||z] < [All]]* = [l

(Az|z) = || Az||||z]] = Az =Xzoul>0
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Donc (Az|z) = ||lz[|” = { |[Az]| = ||z - A=l



reKer(ld—A) & Ar==x
& (Azlz) = ||
& (z|A%) = =2
& (Arzfr) = |||
& (A*zlz) = ||z|* car ||z||* eR
& A'r=0
< 1z e Ker(Id — A%)

3. (Im(Id — A))* = Ker(Id — A)* = Ker(Id — A*) = Ker(Id — A)
Im(Id — A) est un sous-espace fermé de H =

= N = (Im(Id—A)"*®Im(d— A)
= (Im(Id — A))* @ Im(Id — A)
= Ker(Id — A) @ Im(Id — A)

4. Soit x € H. D’apres la question 3, x = u+ v o u € Ker(Id — A) et v € Im(Id — A).

n+1
i lu =Uu= PKer(Id—A)($)

1
A = (u+Au+ -+ Au) =
n+1

Si v € Im(Id — A), alors Jw € H tel que v = w — Aw.

1 " 1
Aty = §j Afw — A ) = ——(w — A"
= V= (A%w w) —. 1(w w)
= ||[A™| < H ” — O, quand n — +o0.

Siv ¢ Im(Id — A), alors pour € > 0 fixé, il existe w € Im(Id — A) tel que ||v — w| < e.

= dN eNtelque Vn > N, [A"] < ||A"(v —w)| + [|[A"w] < ||[v —w]|| + € < 2e.

= ||A"z|| < ||A"u|| + ||A™|| — 0, quand n — 400, et A"x — Pker(1d—a)(T)-

Exercice 5.

1. (a) Montrons d’abord que [|A[ < ||A]|2.

VeeH, |Az|| = H ( (z|en) n)H

= Z(m\en)Aen car A est continue et linéaire
n=0
+oo

< D alen)llAen]
n=0

l
< (Zl (]en)] > <Z |!A6n||2>

= |[[=[l[|All2 d’ou linégalité.



On en déduit que (||4l2 =0 = [A| =0 = A=0).

On montre facilement que || - |2 est une semi-norme (le faire), donc une norme.
On vérifie que (A|B)2 = 325 (Aen|Bey,) définit un produit scalaire (le faire).
Soit maintenant (A, ),ey une suite de Cauchy de (HS(#H),|| - ||2). D’apres (a),
(Ap)nen une suite de Cauchy de (L(H),| - ||) qui est complet. Donc il existe
A€ L(H) tel que |4, — A =0

1
2

Ve > 0,3N € N/ Vp,q > n,Vm € N, (Z ||Apen—Aqen|]2> <e.
n=0

On fait tendre g vers +oco0 =

Jun

m 2
Ve > 0,IN € N/ Vp>n,¥m € N, (Z | Apen — Aen||2> <e.

n=0
Donc A € HS(H) et ||An, — Alj2 — 0.

Par 'identité de Parseval, Vn € N,

[Aenl* = > [(Aenlfn)®
meN
= D el A" fi)I?
meN
= > (A% fulen)”
meN
Donc > [Aen|? = > > (A fmlen)l?
neN neENmeN
= > > |(A*fmlen)]®  (par le théoréme de Tonelli)
meNneN
= > A" fwl?
meN

On prend f,, = ey, Vn € N, pour montrer que ||A||2 = ||A*||2. Donc, pour toute
base hilbertienne (fy)nen,

1Al = D A%l = Y 1A fall* = D 1ALl

neN neN neN

) Vn €N, Aep=Mpen = [|Aen]|?=|An|?. Donc ||A]2<+00 & X,cn | An]? < +o0.

Soit Ay : x — Zivzo An(z]en)en.

+oo
Vo eH, |Av—Ayzlla= ) afl(alen)]® < sup M|l
n=N+1 nzN+1
= JJA— An| < sup,sny1|Anl* — 0 quand N — +o0, ot rang Ay = N + 1.
(=) AM—0 = Ax — A ou Ay est compacte (car de rang fini)
(<) Par contraposée : supposons que A, 7 0
Il existe ¢ : N — N strictement croissante et C' > 0 tels que [A\g¢,)| > C, Vn € N.

Donc (A%(n) = Aj(n) e¢(n))n€N ne peut pas converger fortement vers 0, alors que
ep(n) — 0. On en déduit que A n’est pas compacte.
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(d) Si A, =1/v/n+1, Vn € N, alors, d’apres (c), A est une application compacte.
Donc A(B(0,1)) est une partie relativement compacte de H. On vérifie facilement
qu’elle est fermée (le faire), donc compacte.



