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Exercice 1. Montrer que, dans un espace de Hilbert, toute suite orthonormée converge
faiblement vers 0.

Exercice 2. On considére ¢2(N) muni du produit scalaire (uv) = ¥, ey Un¥n. Soit T
l'opérateur définit par,

T(u)o=0 et T(u)y=un_1, Vn € N*, Yu € (*(N).

L’élément u € £2(N) étant fixé, étudier les convergences faible et forte de la suite (T (u))xen-

Exercice 3. Soient H un espace de Hilbert et C' une partie convexe de H.

1. Justifier que, si la limite faible de toute suite faiblement convergente de C, appartient
a C, alors C est fermé.

2. Réciproquement, on suppose que C' est fermé.

(a) Soient (xy)nen une suite de C' et x € E. Montrer que
Re(x — Po(z)|Po(z) —x,) >0, Vn €N

(b) En déduire que la limite faible de toute suite faiblement convergente de C, ap-
partient a C.

Exercice 4. Soit ‘H un espace de Hilbert et A € L(H) tel que |A] < 1.
1. Soit € H. Montrer que Az = z si et seulement si (Ax|z) = ||z||*.
2. En déduire que Ker(Id — A) = Ker(Id — A*).

3. Montrer que Im(Id — A)* = Ker(Id — A) et en déduire que

H = Ker(Id — A) & Im(Id — A).

4. Pour tout n € N, on pose

A _Id+A+'~‘+A”
" n—+1

ou A° = 1Id et A" = Ao A" !. Montrer que, pour tout * € H, A,z tend vers la
projection de = sur Ker(Id — A).
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Exercice 5. Soient H un espace de Hilbert et (e, )nen une base hilbertienne de H. On
dit qu'une application A € L(H) est un opérateur de Hilbert-Schmidt ou que A € HS(H)
si et seulement si

1
2
[All2 := (Z ||A6n||2> < o0

neN
1. (a) Montrer que || - |2 est une norme sur HS(H) et que ||A| < ||All2, VA € HS(H).
(b) Montrer que (HS(H),| - ||2) est un espace de Hilbert.

2. (a) Montrer que, pour tout base hilbertienne (f,)nen de H, on a
Dl Aenl® = Y 1A fall?,
neN neN
ou A* désigne 'adjoint de A.
(b) En déduire que ||All2 = ||A*||2 et que ||A|l2 ne dépend pas du choix de la base

(en)nen-

3. Soit (A, )nen une suite complexe. On définit 'application A : H — H en posant
+oo
Az = Z An(x|en)en, Ve H.
n=0
(a) Montrer que A € HS(H) si et seulement si (A )nen € £2(N).

(b) Montrer que, si lim, 4o Ay, = 0, alors A est limite, dans £(#), d’une suite
d’applications de rang fini.

—
o

) Montrer que A est une application compacte si et seulement si lim,,_, o A, = 0.
(d) Montrer que I'ensemble {z € H / S7%(1 + n)|(z]e,)|? < 1} est compact.

Exercice 6. Soit k € C([0,1]%,R). On définit 'application A, : C([0,1]) — C([0,1]) en
posant

A = [ k) Ty, e € [0,1)v € 0,1,

1. A Taide du théoréme d’Ascoli, montrer que A; est une application compacte de

L(C([0,1])).

2. Montrer que Ay, s’étend naturellement en une application de £(L?([0, 1])).

3. A l'aide du théoreme de Stone-Weierstrass, montrer qu’il existe des fonctions a, ,, et
bn.m € C([0,1]), Vn € N,Vm € {0, ---,n}, telles que la suite (ky)nen définie par

kn(,9) = Y anm(@) bum(y), Va,y € [0,1],
m=0

converge vers k uniformement sur [0, 1]%.
4. Montrer que la suite (A, )nen converge vers Ay dans £(L2([0,1])).

5. Montrer que, pour tout n € N, I'application A, est de rang fini et en déduire que Ay
est une application compacte de £(L?([0,1])).



