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Exercice 1. Soient E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé et (Tn)n∈N une suite de
L(E,F ) telle que, pour tout x ∈ E, la suite (Tn(x))n∈N converge vers un point T (x) ∈ F . Montrer
que l’application T : E → F ainsi définie appartient à l’espace L(E,F ) des applications linéaires
continues de E dans F .

Exercice 2. Soit k ∈ C([0, 1] × [0, 1],R). On définit l’opérateur K : C([0, 1],R) → C([0, 1],R) en
posant

Kf(t) =

∫ 1

0
k(t, s) f(s) ds, ∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C([0, 1],R).

Soit (fn)n∈N une suite bornée de (C([0, 1],R), ‖ · ‖∞).

1. Montrer que {Kfn}n∈N est équicontinu.

2. Montrer que la suite (Kfn)n∈N a une valeur d’adhérance dans (C([0, 1],R), ‖ · ‖∞).

Exercice 3. On se propose de montrer que `1(N) n’est pas un espace réflexif.

1. En utilisant le théorème de Hahn-Banach, montrer qu’il existe ` ∈ (`∞(N))′ tel que 〈`, u〉 =
limn→+∞ un, pour toute suite convergente u.

2. Montrer qu’il n’existe pas v ∈ `1(N) tel que 〈`, u〉 =
∑

n∈N unvn, pour tout u ∈ `∞(N).

3. En déduire que l’injection canonique `1(N)→ (`1(N))′′ est non surjective.

Exercice 4. Soit (X, d) un espace métrice compact.

1. Pour tout a ∈ X, on définit la fonction

da : X → R
x 7→ d(x, a).

Montrer que si Y est une partie dense de X alors {da / a ∈ Y } sépare les points.

2. En déduire que l’algèbre engendrée par {da / a ∈ Y } et (x 7→ 1) est dense dans (C(X,R), ‖·‖∞).

3. En déduire que l’espace C(X,R) est séparable.
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Théorème de Hahn-Banach. Soient E un espace vectoriel normé et F un sous-espace de E.
Pour tout ` ∈ F ′, il existe ˜̀∈ E′ tel que

〈˜̀, x〉 = 〈`, x〉, ∀x ∈ F, et ‖˜̀‖E′ = ‖`‖F ′ .
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