Méthode des moindres carrés
(least squares — LS)

La méthode des moindres carrés (MC) est une
alternative au filtrage de Wiener. Les filtres de Wiener
sont déduits a partir de moyennes d'ensemble alors
que la technique des MC est déterministe dans son

approche.
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Formulation du probleme

On a le modéle linéaire suivant:
L—1
d(i) =Y heyw(i — 1) + u(i), (1)
1=0

d(i) est le signal observé (désiré) a l'instant ¢ obtenu a
partir du signal d'entrée z(i). hs; sont les paramétres
inconnus du modele et wu(7) représente le bruit de
mesure qui est une variable aléatoire (non observable).
Il est d'usage de supposer que wu(i) est blanc de
moyenne nulle, et dont la variance est 2.

Notre objectif est d'estimer les parametres hg; étant
donnés les deux ensembles de données observables:
x(i) et d(z), © = 1,2,--- ,N. Pour cela, on définit
le signal d’erreur comme la différence entre le signal
désiré d(i) et la sortie y(7) d'un filtre RIF qui a pour
coefficients h;, [ =0,1,--- , L — 1, cad:

e(i) = d(i) —y(i)
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Dans la méthode des moindres carrés (MC), on choisit
les parameétres h; qui minimisent la fonction colit
sulvante:

Jus =) _ (i), (3)

i=iq

ou 77 et 15 sont des indices qui représentent |'intervalle
dans lequel la minimisation se fait.  Pour cette
minimisation, les coefficients du filtre hg, hq1,--- , hr_1
sont constants pendant l'intervalle 17 < 7 < 49. Le
filtre obtenu de cette minimisation est le filtre linéaire
au sens des moindres carrés.

Dans la suite, on utilisera 11 = L et 15 = N. Dans ce
cas, le signal d’'entrée peut étre réarrangé sous forme
matricielle:

(L) x(L+1) --- z(N)
ZC(L-— 1) :E(L) - :E(N.— 1)
() 22 - a(N-L+1)
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Principe d’orthogonalité (visité de
nouveau)

La fonction colit qu'on cherche a minimiser est:

Jg = Z 0)

= i[ Zhla}zl] (4

pour obtenir les coefficients du filtre RIF qui donnent
la valeur minimale pour Jps. Le gradient de (4) est:

E)JL o ({96(2) )
8hls = QZ e(?)
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Pour que Jig soit minimisée, on doit prendre son
gradient égal a zéro:
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Soit enmin(z) I'erreur pour laquelle Jpg est minimisée
(cad pour le filtre optimal), on a donc:

Y a(i—Demn(i) =0, 1=0,1,--- . L—-1. (7

1=L

L 'expression précédente est la description mathématique
de la version temporelle du principe d'orthogonalité.
En d'autres termes: la suite temporelle ey, (i) est
orthogonale a la suite temporelle z(¢ — I) quand le
filtre opére dans les conditions des moindres carrés.

corollaire

Soient hopt.0s Fopt,1,°** , Popt,—1 les coefficients du
filtre optimal (cad qui minimisent Ji,g). Le signal de
sortie de ce filtre optimal est:

P

Yopt (1) = S hopegr(i — 1) = d(i), (8)
(=0

qui est une estimation au sens des moindres carrés
de la sortie désirée d(i). En multipliant les deux
cotés de I'équation (7) par hopt; et en additionnant
sur l'intervalle [0,L — 1], on obtient (aprés avoir
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interchangé I'ordre des sommes):

N L—-1 N R
SIS hopia(i = 1) | emin(i) = 3 d(@)emin(i) = 0.
1=L L1=0 i—=I

L 'expression précédente est la description mathématique
du corollaire du principe d'orthogonalité. En d'autres
termes, quand le filtre opere dans les conditions des
moindres carrés, la réponse désirée estimée d(i) est
orthogonale a I'erreur minimale ey (2).

Il est clair qu'on a:

emin(i) = d(i)—ihopt,lx(i—o

AN

= d(i) —d(i). (9)

On en déduit, en utilisant le corollaire du principe
d'orthogonalité, |'équation aux énergies:

E;=E:+E (10)

€min’

ol By = SN  d%(i), E
ZiV:L Eonin (1)
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Les équations normales

Il existe une autre maniere de décrire le principe
d'orthogonalité: c'est le systeme d'équations normales.
En effet, on a:

N

Zx(z—l)emin(z) =0,!(=0,1,---,L —1,

1=L

N

Zx(z—l Zhopthz— — 0,

1=L
N N

> hoptr Y w(i—1 k) =) a(i—1)d()

1=L 1=L

ou
N
=Y a(i—Da(i—k), Lk=0,1--- L —1,(12)
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est la fonction d'autocorrélation du signal d’entrée
x(1), et

N

p(—1) =Y a(i—1)d@i), I=0,1--- ,L—1, (13)

1=L

est l'intercorrélation entre la sortie désirée d(i) et
I'entrée (7).

On peut facilement vérifier que les équations normales
peuvent s'écrire sous forme matricielle:

Rh,pe = p, (14)

[ 7(0,0) r(1,0) r(L —1,0)

- r(0,1) r(1,1) r(L—1,1)
M0,L—1) r(L—1) - r(L—1,L—1)

est la matrice d’autocorrélation du signal d’'entrée x (),

p=[p0) p(-1) -- p(-L+1)]"

est le vecteur d’'intercorrélation entre la sortie désirée
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d(i) et I'entrée x(7), et
T
hopt — [ hopt,O hopt,l T hopt,L—l ]

est le filtre optimal au sens des moindres carrés.

En supposant que R est inversible, on a donc:
hopt = R™'p. (15)

L'expression précédente est similaire a I'équation de
Wiener-Hopf.

D’autre part, on peut facilement montrer, en utilisant
(15), que:

N
E;=Y d*(i) = hl ;Rho, = hl p. (16)
=L
D'ou:
€min Ed - Ec?
= FEq- hgptp
= E;—p'R'p. (17)
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Propriétés de la matrice
d’autocorrélation

Soit le vecteur suivant:

x(i)= [ z(i) w(i—-1) - z(@-L+1)]",
la matrice d'autocorrélation peut se réécrire:
N
R=> x(i)x"(i). (18)
i=L

Nous donnons maintenant quelques propriétés de cette
matrice.

Propriété 1. La matrice d'autocorrélation R est
symétrique, cad R = R”.

Propriété 2. La matrice d'autocorrélation R est
toujours définie non négative, cad z'' Rz > 0, Vz.

Propriété 3. La matrice d'autocorrélation R est
Inversible si et seulement si son déterminant est
différent de zéro.
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Propriété 4. Les valeurs propres de la matrice
d’autocorrélation R sont toutes réelles et non négatives.

Propriété 5. La matrice d'autocorrélation R est le
produit d'une matrice rectangulaire de Toeplitz et Ia
transposée de cette méme matrice.

En effet, soit la matrice rectangulaire de Toeplitz de
taille L x (N — L 4+ 1) suivante:

X" = [x(L) x(L+1) -+ x(N) ] (19)
(L) x(L+1) -- z(N) ]

_ x(L - 1) :Ij(L) - $(N.— 1) |
o) 22 - a(N—L+1)

on voit bien que:

R =X"X. (20)

Propriété 6. La matrice d'autocorrélation R est
inversible si et seulement si le rang colonne de Ia
matrice X est égal a L.
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Reformulation des équations normales

L'équation normale hg,¢ = R 'p peut encore s'écrire
en fonction de la matrice des données d’'entrées X. On
a d'une part: R = X?X et de I'autre part, on a:

p(=1) = ix(z —Dd(), l=0,1--- L —1,
i=L
soit sous forme matricielle:
p=X'd,
d'ou la nouvelle forme de I'équation normale:
hope = (X' X) 71X d. (21)

L'énergie de I'erreur minimale peut aussi s'écrire:

€min

= Eq—E;
= Fq-— hgptp
= did—d'X(X'X)"Ix'd. (22
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| 'estimation de d au sens des moindres carrés est donc:

d = Xhgy
= X(X'x)"1x'd.

La matrice
P=XX"X)"1x" (23)

est un opérateur de projection pour le sous-espace X.
On vérifie directement |'égalité PX = X. L'opérateur
de projection orthogonale est défini par:

PL=1-P. (24)
D'ou:
d=Pd (25)
et
emin = d—d=d—Pd
= PHd. (26)
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Propriétés des estimateurs au sens des
moindres carrés

Propriété 1. L'estimateur au sens des moindres carrés
h,pt est non-biaisé si I'on suppose que le signal bruit
u(7) est de moyenne nulle.

On se souvient de notre modeéle:
d = Xhg + u. (27)

En remplacant |'expression précédente dans I'équation
normale, nous obtenons:

ho,e = (X'X)7'X'd
= hy+ (X'X)"1X"u, (28)

et en prenant I'espérance mathématique, on a:

E{hy:} = hg+ (X'X) X" E{u}
= h,. (29)
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Propriété 2. Quand le signal bruit u(i) est blanc
de moyenne nulle et de variance 03, la matrice de

_ o , N -1
covariance de |'estimateur h,, est égale a aiR .

En utilisant (28), la matrice de covariance de
I'estimateur hgp¢ est:

cov(hopt) = E{(hopt — hg)(hopt — hy)"}
= (X'X)"XTE{uuT}IX(XTX)™
— 2(X"X)"
= 2R L. (30)

Propriété 3. Quand le signal bruit u(7) est blanc
et de moyenne nulle, I'estimateur hg, est le meilleur
estimateur linéaire non-biaisé.

Soit un estimateur linéaire non-biaisé quelconque:
h = Bd, (31)
ou B est une matrice de taille L x (N — L+ 1). En

remplacant d = Xhg + u dans |'équation précédente,
on a:

h = BXh, + Bu, (32)
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et en prenant I'espérance mathématique:
E{h} = BXh,. (33)

Or, pour que |'estimateur h soit non-biaisé il faut que
B satisfasse la condition:

BX = I. (34)
Dans ce cas, |'équation (32) s'écrit:
h = h, + Bu. (35)

La matrice de covariance de h est:

~

cov(h) = E{(h—hy)(h—h)T}
— BE{uw’}B"
= aiBBT. (36)

Maintenant, on définit la matrice suivante:

¥ =B— (X'X)"1x?. (37)
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En formant le produit UUT et en prenant BX =1, on
obtient:

T = [B— (XTX)"'XT]BT — X(XTX)™]
= BB' — (X'X)™%.

Comme les éléments diagonaux de la matrice U’
sont toujours non-négatifs, on en déduit:

diag[BB'] > diag[(X" X)™!]
ou encore
o2diag[BB'] > o2diag[(X* X) 1. (38)

Le terme 02BB” est égal a la matrice de covariance
de I'estimateur linéaire h. On sait aussi que le terme
o2(XTX)~! est égal 3 la matrice de covariance de
I'estimateur lin€aire h,pt au sens des moindres carrés.
Ainsi, I'équation (38) montre que dans la classe des
estimateurs linéaires non-biaisés, |'estimateur au sens
des moindres carrés hy,; est le "meilleur” estimateur
des parametres inconnus hg, dans le sens que chacun
des éléments de hy,¢ a la plus petite possible variance.
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Propriété 4. Quand le signal bruit u(i) est blanc
gaussien et de moyenne nulle, ['estimateur h,; atteind
la borne inférieure de Cramér-Rao pour les estimateurs
non-biaisés.

Soit f(u) la densité de probabilité conjointe du vecteur
u. Soit h un estimateur non-biaisé quelconque des
parameétres inconnus hg, alors la matrice de covariance

de h satisfait toujours I'inégalité:
cov(h) > FL, (39)

ou

)
)
)

cov(h) = E{(h—hy)(h—hy)"}. (40)

La matrice F est appelée la matrice d'information de
Fisher et elle est définie par:

P { <aalfs> (aalff} ’ 4

| = In f(u). (42)
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On peut facilement montrer que pour un bruit blanc
gaussien et de moyenne nulle, on a:

F= R (43)

2
Ou

7 \ =/ 7/ _1
Or, d’aprés la Propriété 2, nous savons que 02R™" est
égal a la matrice de covariance de |'estimateur h,¢ au
sens des moindres carrées. Ainsi:

cov(hopt) = = (44)
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La décomposition en valeurs singulieres
(singular-value decomposition — SVD)

La SVD est tres utile pour résoudre un systeme linéaire
aux moindres carrés.

On rappelle I'équation normale:
hopt — (XTX)_ledv (45)

ou la matrice X contient les échantillons du signal
d'entrée = et d est un vecteur des éléments du signal
désiré. Définissons la matrice suivante:

Xt = (X"X)"1x", (46)
alors I'équation normale peut encore s'écrire:
hope = XTd. (47)

La matrice X est la pseudo-inverse ou linverse
généralisée de Moore-Penrose de la matrice X.
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En pratique, il arrive tres souvent que la matrice X ne
soit pas de rang plein, cad que cette matrice contient
des colonnes qui sont linéairement dépendantes. Dans
ce cas, la matrice X* X n’est pas inversible et le systeme
a une infinité de solutions. Laquelle choisir?

Théoreme de la SVD

Nous sommes intéréssés au systeme d'équations
linaires suivant:

Xhopt — ) (48)

ou la matrice X est de taille KX x L, d est un vecteur
de longueur K, et hgyy (qui représente |'estimation
du vecteur de paramétres inconnus) est un vecteur de
dimension L.

Etant donnée la matrice X, il existe deux matrices
orthogonales V (de taille L x L) et U (de taille K x K)
telles que:

U7XV = > Owxr—w , (49)
OK—WXW OK—WXL—W

2= diag(ala 02, 70W) (50)
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est une matrice diagonale et 01 > 09 > -+ > oW >
0. L'expression (49) est le théoreme de la SVD. W
représente le rang de la matrice X.

Puisqu'il est possible d'avoir K > L ou K < L,
il 'y a deux cas différents. Pour le cas K > L,
on a un systéme sur-déterminé (plus d'équations que
d'inconnues). Pour le cas K < L, on a un systéme
sous-déterminé (plus d'inconnues que d'équations).

Une autre maniere d’écrire la SVD est la suivante.
Puisque uu! = |, on a:

xv =4 OKj]VxW Og‘j/‘;i;‘j/w ' (51)
Ainsi,
Xv, =ou;, 1=1,2,.... W, (52)
et
Xv; =0, i=W+1,W+2,...K. (53)

D'ou la forme:

w
X = Z O-z'uz'VZT- (54)
=1
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Relation avec les valeurs propres

En multipliant (U"XV)T par U" XV, on obtient:

VIXTXV = 2 Owsr-w | (55)
OL—WXW OL—WXL—W

Les vecteurs vqi,vo,--- ,vy de la matrice V sont les
: T
vecteurs propres de la matrice X" X et 07 > 0% >
2 2 2
2oy >0, 03, = =07 =0, sont les valeurs
propres correspondantes.

De la méme maniére, en multipliant uixv par
(UTXV)T, on obtient:

2
UrxXx’u = > Owsr—w 1 (56)
OK—WXW OK—WXK—W

Les vecteurs uq,us, - ,ux de la matrice U sont les
: T
vecteurs propres de la matrice XX* et 0% > 05 >
2 2 2
2oy >0, 00, = = 0% = 0, sont les valeurs
propres correspondantes.

Pseudo-inverse

L'intérét de la SVD est de formuler une définition
générale pour la pseudo-inverse. On définit la pseudo-
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inverse de la matrice X comme:

1
X_|_ _ V Z OWXK—W UT, (57)
Or—wxw Or_wxrk—w

>~ =diag(o; ', 05, - ,0‘},1) (58)

et W est le rang de X. Cette définition s'applique
quelle que soit la matrice X, qu’elle soit sur- ou sous-
déterminée et quel que soit son rang. Cette pseudo-
inverse peut encore s'écrire:

1
Xt = Z —v;u; . (59)
: g;

Finalement la solution du probleme des moindres carrés
Xhype = d (60)
est

hop = XTd. (61)
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